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次の非線形楕円型偏微分方程式の特異摂動問題を変分的なアプローチによって研究する:
−²2∆u+ V (x)u = |u|p−1u, in RN , u ∈ H1(RN ). (∗)²
ここで,ポテンシャル関数V (x)は非負の関数であり,非線形項 |u|p−1uの指数pは superlinear-
subcriticalの条件を満たす. 本論文では, ポテンシャル関数 V (x)が critical frequencyと呼
ばれる infx∈RN V (x) = 0という条件を満たす場合を扱う. 主な研究テーマは V (x)の複数の
極小点に peakをもつmulti-peak解の存在と多重性を示す接続問題であり, また ²→ 0とし
たときの解の形状も研究している. この論文は第 1章から第 3章によって構成される. 以下,
各章において述べられる主定理について紹介する.
第 1章 方程式 (∗)²に関する既知の結果を述べる. また, 以下の章で示す主結果についても
述べる.
第 2章 この章では, 方程式 (∗)²のポテンシャル関数 V (x) ∈ C1(RN ,R)に対して次の条
件を仮定している.
(V.1) V (x) ≥ 0かつ 0 < lim inf |x|→∞ V (x) ≤ supx∈RN V (x) <∞.
(V.2) k個の互いに素な有界開集合 Λ1, · · · ,Λk ⊂ RN に対して次が成り立つ:
mi = inf
x∈Λi
V (x) < inf
x∈∂Λi
V (x) <∞ (i = 1, · · · , k)
特に (V.1)–(V.2)はmi = infx∈Λi V (x) = 0であるような V (x)が critical frequencyをもつ
場合を含んでいる. このような critical frequencyをもつとき, mi = 0となる Λi内の V (x)
の極小点に集中する single-peak解の研究は Byeon–Wang(2002)よって始められている. そ
の研究により, mi = 0となる Λi内の極小点に集中する解のスケールやエネルギー (積分量)
の ²に関する rateは極小点での V (x)の退化の仕方によって異なることがわかっている.
この第 2章では, 複数個のΛi内の極小点に peakをもつmulti-peak解の存在問題を扱って
いる. このようなmulti-peak解の各 peakは single-peak解と似たスケールをもつと考えら
れるので, multi-peak解の存在問題は single-peak解の接続問題とみることもできる. この接
続問題に対して, Byeon–Oshita(2004)は Lyapunov-Schmidtの方法を用いてN ≤ 5の場合
にmulti-peak解を構成しいる. その証明では各 peakを特徴付ける極限方程式のエネルギー
最小解の存在とその非退化性が重要な役割を果たしている. 第 2章の前半では, すべての次
元N に対して, 極限方程式の存在にかかわらずmulti-peak解が構成できることを変分的な
手法により証明している. 具体的には, 各 Λiに集中する single-peak解のエネルギーを近似
する値として
c²,Λi =
(
1
2
− 1
p+ 1
)
inf
u∈H10 (Λi)\{0}
(∫
Λi
²2|∇u|2 + V (x)u2 dx
||u+||2Lp+1(Λi)
) p+1
p−1
を定義し, 以下の定理を示している.
定理 1. (V1)-(V2)を仮定する. このときある ²0 ∈ (0, 1)が存在して, ² ∈ (0, ²0)に対して
(∗)²は次を満たすような正値解 u²(x)を持つ.
Ψ²,Λi(u²|Λi) = c²,Λi + o(²
2(p+1)
p−1 ) (i = 1, · · · , k),
Ψ²,RN\(∪ki=1Λi)(u²|RN\(∪ki=1Λi)) = o(²
2(p+1)
p−1 ),
但し Ψ²,D(u) =
∫
D
1
2(²
2|∇u|2 + V (x)u2) − 1p+1up+1+ dx. さらに u²(x) はRN \
(∪ki=1Λi) に
おいて指数的に減衰する.
この定理 1は各Λi内に集中する peakのエネルギーが c²,Λi であるようなmulti-peak解の
存在と多重性を示している. この c²,Λi の ²に関する rateはmi > 0のとき c²,Λi = O(²N )と
なり, mi = 0ときは c²,Λi = o(²N )となることがわかる. 第 2章の後半では, 定理 1で得られ
たmulti-peak解の Λiに集中する peakのエネルギーの rateや形状について考察する. ここ
では, V (x)がある Λiにおいて以下の (L.1)∼(L.4)のいずれかの条件を満たす場合, Λiに集
中する peakのエネルギーの rateや極限方程式を具体的に求めることができることを証明す
る. 正確な (L.1)∼(L.4)の仮定は
(L.1) infx∈Λi V (x) = mi > 0.
(L.2) xiは Λiにおける唯一の最小点で, V (x)は xiの周りで V (x) = P (x− xi) +Q(x− xi)
と表せる. ここで P (x)は正のm次同次関数であり lim|x|→0 |x|−mQ(x) = 0.
(L.3) xiはΛiにおける唯一の最小点で, V (x)はxiの周りでV (x) = exp{−r(x−xi)`−Q(x−
xi)}と表せる. ここで r(x) : RN \ {0} → (0,∞)は, 0に関する星型領域 Ωに対し,
r(x)x ∈ ∂Ωを満たす連続関数であり lim|x|→0 |x|`Q(x) = 0.
(L.4) Ω ≡ int{x ∈ Λi; V (x) = 0}は境界が滑らかな有界開集合.
であり, このとき次の定理を証明している.
定理 2. あるΛiにおいて (L.1)∼(L.4)のいずれかが成り立つと仮定して, g(²) > 0, V0(x) ∈
C(RN ,R),Ω0 ⊂ RN を下の表のようにとる. このとき
lim²→0
(
g(²)
²
) 2(p+1)
p−1
g(²)−Nc²,Λi ∈ (0,∞)
が成り立つ. さらに定理 1で得た解 u²(x)は部分列 ²n → 0をとれば, ある列 xn ∈ Λiと
−∆u+ V0(x)u = up, u > 0 in Ω0, u ∈ H10 (Ω0). (L)V0,Ω0
のエネルギー最小解 w0(x)に対して、w²n(x) =
(
²n
g(²n)
) 2
p−1
u²n(g(²n)x+ xn)は次を満たす.
||w²n − w0||H1(Oi,n) → 0 as ²n → 0.
但しOi,n = {x ∈ RN ; g(²n)x+ xn ∈ Λi}.
(L.1) (L.2) (L.3) (L.4)
g(²) ² ²
2
m+2 (log ²−2)−
1
` 1
V0(x) m P (x) 0 0
Ω0 RN RN Ω Ω
第 3章 この章では次の方程式
−∆v + (λ2a(x) + 1)v = |v|p−1v in RN , u ∈ H1(RN ). (∗)λ
を扱っている. ここで, a(x) ∈ C(RN ,R)は次の条件を満たす関数とする.
(A.1) a(x) ≥ 0かつ 0 < lim inf |x|→∞ a(x) ≤ supx∈RN a(x) <∞.
(A.2) Ω = int{x ∈ RN ; a(x) = 0}は空でない境界が滑らかな有界開集合で, 2つの連結成
分から成る. つまり Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅.
この条件 (A.2)は (∗)²における flat caseと呼ばれる (L.4)の場合に対応している. Bartsch–
Pankov–Wang(2001)等の研究により (∗)λのエネルギーが有界な解 uλ(x)は (必要なら部分
列をとれば) λ→∞のとき Ω1と Ω2の両方の集合においてはDirichlet問題
−∆u+ u = |u|p−1u in Ωi, u ∈ H10 (Ωi) (L)Ωi
の解に収束しRN \ (Ω1 ∪ Ω2)では 0に収束することがわかる. 一方, (L)Ωi は少なくとも可
算個の解をもつことが知られている.
この第 3 章では, (L)Ω1 と (L)Ω2 の与えられた解に収束する (∗)λ の解が構成できるか,
という接続問題を考察している. この接続問題に対しては, Ding–Tanaka(2003), Cao–
Noussair(2003) が (L)Ω1 と (L)Ω2 のエネルギー最小解を接続する (∗)λ の正値解の存在を
示している. 第 3章の前半では, (L)Ω1 のエネルギー最小解と (L)Ω2 の minimax値に対応
する解を接続する (∗)λ の解が存在することを示している. 具体的には (L)Ω2 に対しては
Symmetric Mountain Pass Theoremに関連したminimax値 (正確な定義は本論文を参照)
c2,Dk = infσ∈Λk maxx∈Sn(k)+1+
J2,D(σ(x))を定義し, (L)Ω1 に対してはMountain Pass Theo-
remにより与えられる最小エネルギー c1,Dminを定義し, 次の定理を証明している.
定理 3. (A1)–(A2)を仮定する. 任意の k ∈ Nに対して, ある λ0 > 0が存在して λ ≥ λ0
に対して (∗)λは次を満たす解 uλ(x)をもつ.
(i) limλ→∞Ψλ(uλ) = c
1,D
min + c
2,D
k , ただしΨλ(u)は (∗)λに対応する汎関数.
(ii) λn →∞なる部分列を選ぶと, ある (L)Ω1 の解 v1(x)と (L)Ω2 の解 v2(x)が存在して
||uλn−(v1+v2)||H1(RN ) → 0 (λn →∞)を満たす. 特に I1,D(v1) = c1,Dmin, I2,D(v2) = c2,Dk
が成立する. ただし Ii,D(u)は (L)Ωi に対応する汎関数.
さらにN = 1のときはより詳しい次の結果を示している.
定理 4. N = 1とし (A1)–(A2)を仮定する. 任意の (L)Ωi の解 vi ∈ H10 (Ωi) (i = 1, 2)を
とる. このとき十分大きい λ > 0に対して (∗)λの解 uλ(x)で ||uλ − (v1 + v2)||H1(RN ) → 0
(λ→∞) を満たすものが存在する.
この定理 4は任意の (L)Ωi の解のペアを接続する (∗)λの解が存在することを示している.
第 3章の後半では, N ≥ 3のときにポテンシャル関数 a(x)の底 Ω の形状の複雑さを表す
category cat(Ω)から得られるmulti-peak解の存在と多重性に関する結果を示している.
定理 5. N ≥ 3とし, (A1)–(A2) を仮定する. このときある p0 ∈ (1, N+2N−2) が存在し指数 p
が p ∈ (p0, N+2N−2)を満たすとき十分大きい λに対して
(i) (∗)λは少なくとも cat(Ω1) + cat(Ω2) + cat(Ω1 × Ω2) 個の正値解をもつ.
(ii) (∗)λは少なくとも 2cat(Ω1 × Ω2) 個の符号変化する解をもつ.
定理 5 (i)の cat(Ω1) + cat(Ω2)個の解はそれぞれ, Ωi (i = 1, 2)内に集中する解に対応し,
cat(Ω1 ×Ω2) 個の解はΩ1とΩ2の両方に集中するmulti-peak解に対応している. また定理
5 (ii)の 2cat(Ω1 × Ω2) 個の解は符号変化するmulti-peak解に対応している.
